Table des matiéres

Chap 6 : Espaces vectoriels

I Comment montrer qu'un ensemble donné est un espace vectoriel 7 . . . . . .
IT Comment montrer I’égalité de deux espaces vectoriels? . . . ... .. ...
I1.1 Dans un cas quelconque (dimension finie ou non) . . . ... ... ..
I1.2 Cas particulier : en dimension finie (connues ou calculables facilement)
IIT Les familles de vecteurs . . . . . . . . ... . ..
II1.1 Comment montrer qu’une famille est génératrice? . . . .. ... ..
II1.2 Comment montrer qu’une famille est libre? . . . . . . . ... .. ..
II1.2-a Cas d’une famille de 2 éléments . . . . . ... .. ... ..
II1.2-b Si la famille est dans un eV de dimension finie . . . . . ..
II1.2-c Cas général . . ... .. .. .. ... ... . ........
II1.3 Comment montrer qu’une famille est liee? . . . . . . .. ... ...
IIT1.4 Comment montrer qu’une famille est une base? . . . . ... .. ..
IV Comment trouver une base en dimension finie? . . ... .. .. ... ...

IV.1 Si A C K™ et qu’on sait trouver A tel que A = Vect {v1,...,vs}.
IV.2 Si A est un sev de F de dimension finie. . . . . ... ... ... ...

V Comment calculer la dimension d’un espace vectoriel de dimension finie 7

© © 00 00 N N O Ut ot ot Ot Ut s W W o= =






ESPACES VECTORIELS

K désignera un corps commutatif. Dans la pratique, K =R ou C.
FE désignera un K-ev.

1  Comment montrer qu'un ensemble donné est un
espace vectoriel 7

Méthode 2 Ecrire I'ensemble comme |'espace vectoriel engendré par une

Montrer que c'est un sous espace vectoriel d'un espace vectoriel
connu.

Méthode 1:

Les espaces vectoriels les plus connus sont les suivants :
= R”, C"
s F(X,FE), ou X est un ensemble quelconque et E un K—espace vectoriel
Mpq(R) , My 4(C)
L(E,F) ou E, F sont des K—espaces vectoriels
C*(D,R), ot k € NU {0} et D un ensemble quelconque.
D(I,R) (I'ensemble des fonctions f : I — R dérivables.)

<4 Remarque :

e Il est extrémement rare de revenir & la définition d’un espace vectoriel.

e Un espace vectoriel E n’est jamais vide, il contient toujours au moins 0g. (le
vecteur nul)

e Dans les exemples fondamentaux ci-dessus, il faut connaitre les lois, les neutres
et la définition de ” =".

Montrer dans chacun des cas suivants que A est un espace vectoriel.
1w A={(z,y,2) €R® : z—2y+32=0}
2m A={f e FR,R), I(a,A) eR? : Vz R, |z|>a= |f(z)| < Alz|}

[

famille finie de vecteurs

Montrer que A = {(x,y, 2) €R® : o —2y+ 3z =0} est un sous-espace vectoriel de

& r—2y+32=0

& r=2y—3z

g (CL‘, Y, Z) = (2y - 3Z7ya Z)
< (z,y,2) =y(2,1,0) + 2(—3,0,1)

& (z,y,2) € Vect {(2,1,0),(-3,0,1)}

&nc A = Vect {(2,1,0),(-3,0,1)}.

—

a b c
Montrer que E = b a b],abceR est un sevde M3(R).
c b a
1 0 0 01 0 0 0
MeE <+ ilexiste (a,b,c) ER3: M=a|0 1 0] +b[1 0 1] +c|0 0O
0 0 1 01 0 1 0
1 0 0 0 1 0 0 0 1
— Mevetl |0 1 o),[1 0 1],{0 0 0
0 0 1 0 1 0 1 0 0
1 0 0 01 0 0 0 1
Donc E=Vect { {0 1 0),[1 0 1],[l0 0 0
0 0 1 01 0 1 0 O

[

<4 Remarque :

L’avantage de cette méthode, c’est qu’elle donne un systéme générateur, mais
I’inconvénient, c’est qu’elle n’est pas toujours possible & mettre en oeuvre sui-
vant la forme initiale donnée & l’ensemble, comme par exemple pour E =

{recqon] fyr=o}
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Méthode 3: Montrer que E est le noyau ou |'image d'une application li- Méthode 4: Ecrire |'ensemble comme une intersection de sev.
—— | néaire.

Rappel : Soit {F;};cr une famille de sev d'un ev F, alors Uintersection des F; est un sev
Rappel : Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps K et u € L(E, F), alors ker u de F.
est un sev de E et Imu est un sev de F.

f Remarque : Soit A = {(x,y,z,t) cr—yt+z—t=0etx+y—2z—1t= O}. Montrer que A est un
‘ Plus généralement, I'image directe ou réciproque d’un ev par une application linéaire

sous-espace de R*.
est un ev.(A.D)

OnposeF:{(z,y,z,t):xnyrzft:O} etG:{(x,y,z,t):eryfzft:O}.

Montrer que A = {(z,y,2) € R® : z — 2y + 3z = 0} est un sev de R3. Alors, F et G sont des sev de R* car ce sont les noyaux d’applications linéaires (A.D.)
e De plus, A = FNG. A est donc un sous-espace vectoriel de R*.

Considérons ¢ : R} - R
(r,y,2) — x—2y+ 3z CAS DE LA REUNION
¢ est une application linéaire (A.D) et A = ker On rappelle que la réunion de deux espaces vectoriels n’est pas un espace vecto-
. riel !
% Toutefois, on a le résultat suivant :

. = 2b -
Montrer que A = {(x,y) € R? :il existe(a, b, c) € R3, tel que {1' a+ c } est

y=b-c Soient A, B des sev de E. AU B est un sevssi A C B ou B C A.

un sev de R3.

Considérons ¢ : R3 — R?
((E,y,Z) = (x—|—2y—z,y—z)
¢ est une application linéaire (a faire) et A = Imep.

Soit E = {f € C(]0,1]) ‘ fol f= 0}. Montrer que E est un sev de C'*(]0,1]).
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11 Comment montrer |'égalité de deux espaces vec-
toriels ?

Soient E et F' deux espaces vectoriels.

H.-l Dans un cas quelconque (dimension finie ou non)

On proceéde par double inclusion comme pour des ensembles
quelconques

Méthode 5:

m  Exemple 1
Soit a, b, c € R tels que ¢ # 0. Notons 0 'application nulle. Montrons que

RIX]N{f€C*R) | af’ +bf" +cf =0} ={0}

On note A = {f € C*(R) | af’ +bf' +cf =0}.
On sait que 0 € R[X] et il est facile de vérifier que 0 € A, ainsi,
{0} CR[X]NA

D’autre part, soit P € R[X]N A. On a alors aP” 4+ bP' 4+ ¢P = 0.
Sachant que deg P” < deg P’ < deg P, comme ¢ # 0, on sait que

deg(aP” + bP' + cP) = deg P

mais comme on a aP” + bP’ + cP = 0, cela signifie que deg P = deg0 = —oo et
donc que P est un polynéme constant. En réinjectant dans 1’équation, on obtient
alors 0.0+ 0.0+ cP =0
et donc, comme ¢ # 0 :

P=0

ce dont on déduit que
R[X]N A c {0}.

En conclusion des deux inclusions, on a bien

R[X]N A = {0}.

<4 Remarque :

Dans la méthode et 'exemple précédent, on ne tient pas compte du fait que les
ensembles sont des espaces vectoriels. On pourrait en tenir compte en démarrant
autrement :

m  Exemple 2
Soit a, b, c € R tels que ¢ # 0. Notons 0 'application nulle. Montrons que

RIXIN{feC*R) | af’+bf +cf =0} ={0}

On note A = {f € C*(R) ’ af’ +bf' +cf =0}.

On sait que R[X] est un espace vectoriel sur R et que A est un ensemble de solutions
d’une équation différentielle d’ordre 2, dont on sait que c¢’est un espace vectoriel (de
dimension 2 quelquesoient a, b, c. Ainsi, R[X] N A est un sev de R[X] et donc

{0} C RIX] N A.

Pour la deuxiéme partie, on peut procéder comme précédemment.

Si I'égalité a démontrer contient des "Vect" : on procéde par

Méthode 6: . . L
double inclusion seulement sur les générateurs

<4 Remarque :

— — -
Si F' = Vect {fl, o f }, pour montrer que F C F, il suffit de montrer que f; €
pour tout ¢ =1,...,n.

Soit E le R-espace vectoriel engendré par les fonctions f, :  — cos(nz) pour tout
n € N et G le R-espace vectoriel engendré par les fonctions g, : © — cos™ x pour tout
n € N. Montrer que F' = G.

Daprés la définition de F' et G, pour montrer que F' C G, il suffit de montrer que
fn€G, Vné€eN,

et pour montrer que G C F, il suffit de montrer que g, € F, Vn € N.
a vous de jouer. On rappelle & cet effet que

) . . cosx +isinx

cos(nz) = Re (") = Re ((")"), e’ = —

et que

cos(nzx) = %.
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m  Exemple 3

Montrer que Vect (z € R — cos(z +2),z € R+ sin(z +1)) = Vect (cos, sin). Montrer que Vect (cos, sin) = Vect (x € R — cos(z + 2),z € R +— sin(z + 1)).

Notons f: x € R+ cos(x+2) et g: 2 € R sin(xz+1). On sait que, pour tout = € R,
on a

Notons f:z € R+ cos(x +2) et g : © € R+ sin(z + 1). Les deux ensembles dont
. ) des ev par définition car ce sont des "vect".

f(x) =cos(x +2) =cosx - cos2 —sinx - sin 2

D’ou On sait que, pour tout z € R, on a

f € Vect (cos,sin) .

f(x) = cos(x + 2) = cosx - cos2 — sinx - sin 2

De méme, pour tout z € R, on a

D’ou
g(x) =sin(x + 1) =sinx - cos1 +sinl - cosx f € Vect (cos, sin) .
D’ou g € Vect (cos, sin) . De méme, pour tout z € R, on a
Ainsi,
A C Vect (cos,sin).. g(xz) =sin(x +1) =sinxz-cosl+sinl-cosz
Dans l'autre sens, comme on vient de voir que Do
g € Vect (cos, sin).
f(x) = cosx-cos2—sinx-sin?2 o
e 14 sind- Ainsi,
g(z) = sinz-cosl+sinl-cosz A C Vect (cos, sin)
on peut par exemple tenter de résoudre ce systéme (que ’on nomme S) pour obtenir Notons également que f et g sont deux fonctions non colinéaires : en effet, posons
cos et sin en fonction de f et g. On vous laisse faire! On va trouver des constantes a, b tels que
a, B, A\, p telles que af +bg=0.
sinz = af(x) + fg(z) Pour par exemple x = —1 et x = —2, on a
cosz = Af(x) + pg(z)
ce qui signifie bien que af(=1) +bg(=1) =0 & acos 1.: 0 < a,b=0
sin, cos € Vect(f,g) af(=2)+bg(—2) =0 a—bsinl =0

et donc au final que et donc f, g sont (libres et donc) non colinéaires, d’ou
A = Vect(cos,sin)

dimA =2
11-2 Cas particu|ier - en dimension finie (COHI’]UGS ou calcu- De méme, comme il y a 2 éléments générateurs par définition dans I'autre ev, on
| lables facilement) est certain que
dim Vect (cos, sin) < 2
d’o
M SiFCE onakFE=FdeésquedimF =dimF. A C Vect (cos,sin) et dim A > dim Vect (cos, sin)

on est certain que
A = Vect (cos, sin)

f Remarque :
o — — . —
Si F' = Vect {fl, o f }, pour montrer que F' C F, il suffit de montrer que f; € E
pour tout ¢+ =1,...,n.
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: II-2 Comment montrer qu'une famille est libre 7
111 Les familles de vecteurs -

II1.2-a) Cas d’une famille de 2 éléments

Dans cette section, on ne considére que des familles finies.
On pose donc F = {ﬁ, ey @} une famille de vecteurs d’un ev E. Méthode 10:

Si on n'a que 2 vecteurs non nuls. lls sont libre ssi il sont non
proportionnels.

Hﬁl Comment montrer qu'une famille est génératrice ?

m  Exemple 4

P La famille (cos, sin) est une famille libre car cos et sin sont non nulles et ne sont pas
Méthode 8: Montrer que E = Vect {v],...,0,} | lle ( ) P
p proportionnelles.
c’est-a-dire que tout & € E est une combinaison linéaire des vecteurs ... , 17;.

SI PLUS DE 2 VECTEURS

Deux vecteurs non nuls et non proportionnels forment une famille libre. Mais lorsque
f Remarque : % leur nombre est supérieur a 3, des vecteurs non nuls et non proportionnels ne consti-
Si on sait déja que E = Vect {e_f, s 6_72}7 il suffit de montrer que chaque e, s’écrit tuent pas forcément une famille libre. Cherchez un contre-exemple.
comme combinaison linéaire des v—;
II1.2-b) Si la famille est dans un eV de dimension finie
Méthode 11: Si on dispose d'une base de |'espace, on peut étudier le rang
,7 de la matrice des coordonnées

On considére dans R"[X] la famille de polynomes :

Si on appelle B une base de I'espace. On note Mp(F) la matrice des coordonnées de F.

(X" X" 1+ X), X2 (14 X7), ., (1 4+ X)) Alors on sait que

F est libre ssi rg(Mp(F)) = card(F)

Montrer qu’elle est génératrice dans R,,[X].

Montrer que la famille (X2 — X +2, X? + X — 3, X + 2) est une famille libre.

Méthode 9: Image par une application linéaire surjective

On observe que dans la base canonique (1, X, X?) de I'espace Ry[X] dans lequel se

Si F est I'image par une application linéaire surjective u € L(F; F) d’une famille généra- trouvent les trois polynomes de la famille, on a

trice de F', alors F est génératrice de E.

2 -3 2
MpF)=[-1 1 1
f Remarque : r 10
1 m F est toujours une famille génératrice de Vect {F}. On observe (aprés calcul) que
2 m Rappelons que F est génératrice dés que c’est une sur-famille d’une famille
génératrice. rg (Mp(F)) = 3 = nombre d’éléments dans la famille

3 m Si I est de dimension n, toute famille libre d’au moins n vecteurs est une base et quainsi, la famille est libre.
(donc génératrice.)
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systéme

Méthode 12- Si on dispose d'une base de |'espace, on peut se ramener a un

Pour obtenir le systéme, on peut regrouper les coefficients suivant la base connue et
utiliser la liberté.

La famille F est-elle libre ?
pour F ={(3,-1,2),(1,1,1),(5,1,4)}?
pour F = {(X, X(X - 1), X}*(X +1)}?

[

Méthode 13: Utiliser la particularité de I'espace

m Cas d'un espace de polynémes :

Outre les méthodes ci-dessus, on pourra s’interesser aux propriétés des polynoémes : ra-
cines, degré...

A connaitre : toute famille de polynomes tous non nuls de degrés tous différents est
libre.

Pour chacun des cas suivants, la famille F est-elle libre ?
1.7={,L X, X(X-1),...,X(X-1)---(X—n—-1)}.
2. F={X", X" 11+ X),...,(1+ X")}.

II1.2-c) Cas général

Méthode 14- On se donne une combinaison linéaire nulle et on montre qu’elle
est triviale.
c’est-a-dire : on montre que, pour tout (Ai,...,\,) € K?,
()\lv_1>+7+)\p?p:OE = A1::Ap20)
f Remarque :

La preuve est souvent une preuve directe. Il peut arriver que ’on raisonne par 1’ab-
surde, pour cela on isole un des vecteurs (dont on aura supposé que le coefficient qui
le précéde n’est pas nul) et on cherche a aboutir a une contradiction. Il peut aussi
arriver que l’on raisonne par récurrence sur la taille de la famille.

Sinon, pour trouver les A, on peut éventuellement se ramener a un des cas listés
ci-dessous.

m Cas d'un espace de fonctions :

Outre les méthodes ci-dessus, on pourra utiliser : les valeurs particuliéres, limites en des
points judicieux, la dérivation, les DL.. On pourra aussi invoquer un probléme de régula-
rité..

Pour chacun des cas suivants, la famille F est-elle libre 7

1. F={x = %z — ¥ x — 37}

2. F = {z — arctan(z),x — arctan(2x),x — arctan(3z)}.
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Méthode 15:

Utiliser une des propriétés suivantes :

= Rappelons que F est libre dés que c'est une sous-famille
d'une famille libre.

= Si E est de dimension n, toute famille génératrice d'au
moins n vecteurs est une base (donc génératrice.)

= Si F est I'image par une application linéaire u € L(F; E)
injective d'une famille libre, alors F est libre.

= Soient A et B sont des sev de E tels que AN B = {0},
alors, si F est une famille libre de vecteurs de A et G est

une famille libre de vecteurs de B, on a que FUG est une
famille libre.

= Une famille de vecteurs propres associés a des valeurs
propres deux a deux distinctes est libre.

H=-3 Comment montrer qu'une famille est liée?

Méthode 16:

On montre qu'un des vecteurs de F s'écrit comme combinaison
linéaire des autres.

Méthode 17:

Utiliser une des propriétés suivantes :
= Rappelons que F est liee dés que c'est une sur-famille
d'une famille liée.

= Rappelons que F est liée dés qu'elle contient le vecteur
nul ou deux fois le méme vecteur.

= Rappelons que F est liée si et seulement si un des vecteurs
s'écrit comme combinaison linéaire des autres.

s Si F est de dimension n, toute famille d'au moins n + 1
vecteurs est liée.

H=-4 Comment montrer qu'une famille est une base?

Une base n’étant pour nous définie que dans le cas de la dimension finie, tous les espaces
ci-dessous seront supposés de dimension finie.

Méthode 18:

Si p = dim F, on montre que F est libre ou que F est géné-
ratrice.

Montrer que {X™, X" (1 + X),...,(1 + X"™)} est une base de R, [X].

L

Méthode 19:

4> Remarque :

e Dans un espace vectoriel de dimension finie F, toute famille libre peut étre
complétée pour devenir une base de F.

Si F est I'image par un isomorphisme u € L(F; E') d'une base
de E, alors F est une base.

e Dans un espace vectoriel de dimension finie F, de toute famille génératrice de
F on peut en extraire une base.

e Soient F un espace vectoriel de E et § une base de F, alors tout vecteur de F
s’écrit de fagon unique comme combinaison linéaire des vecteurs de 5.
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v Comment trouver une base en dimension finie ?

vy Si A C K" et quon sait trouver A tel que A =
m Vect {vg,..., v}

Méthode 20: On montre que les v, . .., vs sont libres (si c'est en effet le cas)
et c'est alors une base de A.

Rappel : On rappelle que pour montrer qu'une famille est libre, on dispose des méthodes
suivantes :

- poser A1,...,As € Ktels que \jv1+...+ Asvs = 0 puis montrer que Ay = ... = A; =0
- exprimer les vy ..., v sous forme matricielle dans une base et montrer que le rang de
la matrice est s.

m  Exemple 5
Montrer que la famille B = {(1,0,2),(—1,1,1),(0,1,—2)} est une base de R3.

Clairement, on a B C R3. Ainsi, A = Vect(B) C R3.

Montrons que B est une famille libre :

U1 V2 V3

. -1 0
On pose la matrice 0 1 1
2 1 =2
Alors :
gtz U3 10 0 10 0
L -1 0 ~ 01 1 ~ 01 0
O 1 1 Cy +— Coy+Cq 2 3 _2 C3 + C3 —C> 2 3 _5
2 1 =2

Le rang de la matrice est donc 3 = card(B). Ainsi, la famille B est libre dans R? et
de plus c’est une base de R car 3 = dim R3.

On exprime les vecteurs vy, ..., v, dans une base et on extrait

Méthode 21: s o N "
une famille libre par combinaisons linéaires "de colonnes".

m Exemple 6

Déterminer une base de l’espace vectoriel A = Vect ¢ (2,1,0),(3,2,-1),(1,1,-1),(0,1, —
——— —— —— — —

V1 V2 v3 Va

U1 V2 U3z U4
3 1 0
1 2 1 1
o -1 -1 =2

On se place dans la base canonique et on pose la matrice

Alors :
JLo s 2 3 -2 -2 2 3 0
2 3 1 0
~ 1 2 -1 -1 ~ 1 2 0
1 2 1 1 Cs < C3 — Co 0 _1 0 0 Cs < C3+ Cy 0 _1 0
0 -1 —1 -2 Cy < Cy —2Co Cy+— Cy+Cy

Une base de A est done (2,1,0),(3,2,—1)

CALCULS

2 On prendra soin, dans ce cas, de ne faire que des combinaisons linéaires de colonnes.

Déterminer une base de I'espace vectoriel B = {(z,y, z,t) € R* | 2z +3y —t=0}.

On commence par trouver une famille génératrice de B :
Soit M = (z,y,2,t) € R* On a

MeB & 2x+3y—t=0
& t=2z+4+3y
& M= (z,y,2,2z + 3y)
< M =2(1,0,0,2) +v(0,1,0,3) + 2(0,0,1,0)
Ainsi,
MeB & MeVect((1,0,0,2),(0,1,0,3),(0,0,1,0))

et ainsi

B =Vect((1,0,0,2),(0,1,0,3), (0,0, 1,0))

Il reste maintenant & en déduire une base comme dans la méthode précédente.

[
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“"2 Si A est un sev de £ de dimension finie.

On se raméne au cas précédent en exprimant la famille généra-
trice de A dans une base de F.

Méthode :

Déterminer une base de I'espace A = Vect {2+ X,3 +2X — X2 1+ X — X% X —2X?}.

On observe que A C Ry[X], qui est un R-ev de dimension 3 et de base B = (1, X, X?).
Exprimons la famille F = (2+ X,3+2X — X2, 1+ X — X2, X — 2X?) générateurs de
A dans cette base sous la forme d’une matrice :

2 3 1 0
M=MgF)=[1 2 1 1
0 -1 -1 -2

Il reste a faire des combinaisons de colonnes pour arriver a trouver une base. (Pour
information, on trouvera que dim A = 2 et on aura donc 2 vecteurs dans la base.)

v Comment calculer la dimension d'un espace vec-
toriel de dimension finie ?

Méthode 22:

Compter le nombre d’'éléments d'une base de

Soit B = {P € R,[X] | P(0) = 0}. Déterminer la dimension de E.

Une base de E est {X, X2,..., X"} (a faire).

Il y a n éléments, d’ou dim F = n.

Soit F le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs

1 =(1,3,-2,2,3), v =(2,7,-5,6,5), v5=(1,2-1,0,4)

et G le sous-espace vectoriel de R® engendré par les vecteurs
U—}1>:(173a07271)7 @:(2577_?%673)7 @:(1a1567_2a_1)

Déterminer la dimension ainsi quune base de F', G et FFNG.

(Attention : ne pas confondre F NG avec Vect(vy, v, v3, w1, wa, ws).
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Méthode 23: Construire un isomorphisme entre E et un ev dont on sait cal- Utiliser une formule connue :

culer la dimension. Méthode 24- dim £(F,G) = dim F. dim G
ou

formule du rang

Soit a # 0 et B = {(u,) € RN : Vn € N, aupyo + buni1 + cu, = 0}. Redémontrer
le résultat de cours : dim F = 2 en admettant que I’ensemble des suites est un espace R
vectoriel muni de la somme et de la multiplication classique par un scalaire. A connaitre :

®m dimg R™ = n; dimc C™ = n et dimg C"* = 2n
Posons ’application , o dimg R, [X] =n+1; dimc C,[X] =n+1
L:E =R (un) = (uo, ua). » dim M, 4(K) = p.q. Cas particulier dim M, (K) = n?.

On peut montrer que L est une application lin¢aire (4 faire). m Si E a une structure de C-ev, il a a fortiori une structure de R-ev et

dim¢ F = 2dimg F

De plus, on peut montrer que L est injective en montrant que ker L = {(0)}. (a faire). Déterminez la dimension de A = {(z,y,2) € R® : = —2y+ 3z = 0}.

(On pourra pose Uapplication L : R® — R, (x,y,2) — x — 2y + 3z puis on ira chercher
du coté de la formule du rang.)

Pour finir, on peut montrer que pour tout élément (r,y) de R?, il existe une suite
(un) € E telle que L((uy)) = (z,y, z). En effet, il suffit de poser la suite (u,,) telle que
ug = x, u; = ¥, puis telle que

b c
Up42 = —E’U/TH_l - E’U/n Vn € N

L’application L est donc surjective.

Au final, L est injective et surjective, ce qui fait de L un isomorphisme. Ainsi,

[

L

dim E = dimR? = 2

10 — Espaces vectoriels —
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